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 q  ªdl~w{T,dq:{  w~{l}6wx®qkj
ω(x)
∂C
∂t
(x, t) − ~∇.
(
D(x)~∇C(x, t)
)
+ λω(x)C(x, t) = 0.
¯^³x¡±
°:{T,Pz·¥¸ªd¬y{T}6w~ lw &  qdy,¾
C(x, t)
qd6}Pz|{©d~,dql_}6{T}6w~cql}  ªl(ql ¶ qz|{©~^wx}6w~
x = (x1, x2, x3)
ql}  y
}qlp8,
t
¾
ω(x)
qd}¹z|{1~~^6wx}ª¯M,~  wxpjql,w~,ªdq¡±D¾
D(x)
qd6}¹zq?}ql,qly  q  w§À(y,6w~/ql}
λ
qd6}¹zq?d~_qD¨©lwql_}
 q  ªdl~w{T,dq:{  w~{l}6wx®q^³
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 qsd~  wx}6w~,?wxwx}6w|{Tzq1ql}
{TyK zxwxp8wx}qd³,~yz|{%d~  wx}6w~ wxwx}6w|{Tzq^¾z|{%d~,dql_}6{T}6w~qd}6y~^ªdq
yzxzq1º
t = 0
³´~yzqd!d~  wx}6w~,
{TyKczxwxp8wx}qd¾´qlzxzqd1~_}º  yKc_yz1{T6}~y}¾´{TyK¼!{Ty wx®q{Ty  qjz|{«n{Tp1²q  ¥ wxqdl}6w~  {T,1z|{¬_y,qlzxzqjz|{
d~,dql_}6{T}6w~  wxp8wx_y,q-{Tycd~y  yc}qlp8,³B¤Bqj}{TyK  q  ªdl~w{T,dq  ªl(ql c y  yKc~6}{T}
~q
¬_ywqd6}
¼Ð~,l}6w~  q%z|{  w§À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 q%z|{ d~,dql_}6{T}6w~  {T,
z|{ n{Tp1²q
 ¥ wx6qdl}6w~¶¥¸qDK6wxpjq  q
z|{%p©{Twolq16ywx®{T_}qkj
Cinj(t) = Cinj(t0) −
1
V
∫ t
t0
∫
Γinj
~q.~ndσdt
¯^³µ±
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V
qd6}zq®~zxypjq}~}{Tz  qz·¥¸q{TyB¾
Γinj
qd6}z|{
6y¼·{dq  q>z|{
n{Tp1²q  ¥ wxqdl}6w~©ql}
~n
qd6}zq ®qdl}qly,~6p©{Tz
~6}{T_}  q%z|{/n{Tp1²q^³
Cinj(t0)
qd}Pz|{-®^{Tzqly  q%z|{-d~,dql_}6{T}6w~cwx6qdl}ªdq  {T,
z|{-n{Tp1²q/º©z·¥ wx,}{T}
wxwx}6w|{Tz·³
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Fzxw¬_y,~,²6wol®qlpjql_}Pdq:¬_yB¥¸~Vd~p8ql  d~p8pjqsz|{ªd~zxy}6w~  qd'~²zolpjqd  wxqdl}?ql}'wx_®qlq^³
?  wx} ªd~y  qzq?~²zolpjq  wxqdl} z~¬_yB¥¸~/n,qln,q:º  ªl}ql6p8wx,ql>z·¥¸ªl®~zxy}6w~  y n{Tp8  q?d~,dql &
}6{T}6w~
C(x, t)
ªl}{T_}  ~,ªd.j
^³'z|{%d~  wx}6w~Vwxwx}6w|{Tzqsql}!zqdd~  wx}6w~,?{TyK zxwxp8wx}qd¾
K³'zqd'{T{Tpjol}6qd  qs~~^6wx}ª
ω(x)
ql}  q  w§Ày,w~
D(x)
³
*P~y,,~y,?~p8pjqdz|{dªd  {T,zqs{!{T6}6wlyzxwqlP~%$Vzqd!d~  wx}6w~,?wxwx}6w|{Tzq1ql}P{TyK«zxwxp8wx}qd?~}Pd~y,qd
p©{Tw  {T,'zqs{'zq
zxy,!ªl,ªl{Tz·¾,dqd  ql6wolqd?qly®ql_}!ªl{Tzqlpjql}!¼Ð{Twxq:z·¥¸~²K6ql}  ¥ y«~²zolpjq1wx®qlq^³
¤hqds{T{Tpjol}6qd
ω(x)
ql}
D(x)
~}  w§¨©lwxzqlpjql_}%{ddqdwx²zqdsqDF(ªl6wxpjql}{Tzqlpjql_}d~_}6{Twxqlpjql}j{TyK
®^{Tzqly  q'd~,dql}6{T}6w~,¡¾^¥¸qd6}(~ydql}6}q{Tw~j¬yB¥¸~jqd}{Tpjql,ªºPªd~y 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zq:~²zolpjqswx®qlq1zqd  ~,ªdqd!~_}.j
^³'z|{%d~  wx}6w~Vwxwx}6w|{Tzqsql}!zqdd~  wx}6w~,?{TyK zxwxp8wx}qd¾
K³  qd'pjqd6yqd  q1d~,dql}6{T}6w~
C(xij , t
nk)
³
¤Bqd!wx,d~y,qdP~}'z|{8~~^6wx}ª
ω(x)
ql}zq:d~_qD¨©lwql_}  q  w§À(y,6w~
D(x)
³
°:{T,
}~y}qz|{/6ywx}q  qdq}6{®{Twxz·¾(~ qz|{dq  {T,?zq%{
6wxp8zxw§¦ª  ¥ y,q%qlyzq  wxpjql,6w~  ¥¸qd6{dq
¯b6Fpjªl}66wq 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 qd~Ð,lw  q{®qd1z·¥µ{Iq  qd
z
ql}?¬_y,qszqdPd~  wx}6w~,?wxwx}6w|{Tzqd
ql}
{TyK
zxwxp8wx}qd>~}wx  ªl(ql  {T}qd  qdd~F~  ~,ªdqd
θ
ql}
z
¾z|{
d~,dql}6{T}6w~ qd6}y,q ¼Ð~,l}6w~  q
r
ql}
t
qlyzqlpjql_}
ql}zq
~²zolpjq/¯^³xI±D¾¯^³µ± q
{Tpjol,qº%z·¥¸ªd¬y{T}6w~¶6ywx®{T_}qkj
ω(r)
∂C
∂t
(r, t) −
1
r
∂
∂r
(
rD(r)
∂C
∂r
(r, t)
)
+ λω(r)C(r, t) = 0,
¯ÐK³x¡±
{®qdszqdd~  wx}6w~,P{TyK zxwxp8wx}qd!6ywx®{T_}qd.j



C(r0, t) = C(r0, t0) + αD(r0)
∫ t
t0
∂C
∂r (r0, s)ds
D(rL)
∂C
∂r (rL, t) = 0
¯ÐK³µ±
ql}z|{%d~  wx}6w~¶wxwx}6w|{Tzq:yzxzqkj
C(r, 0) = 0
¯ÐK³µ±
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ω(r)
qd}¹z|{:(~~^6wx}ª^¾
D(r)
qd6}¹z|{  w§À(y,6w~  y/6K6}olpjq^¾
λ
qd6}zq?d~_qD¨©lwql_}  q  ªdl~w{T,dq?{  w~{l}6wx®q
ql}
C(r, t)
qd6} z|{d~,dql}6{T}6w~B³
α
qd6}zq?{T(~6}'ql}6q
z|{6y¼·{dq
ql} zqP®~zxypjq  qPz|{n{Tp²q  ¥ wxqdl}6w~B³
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ql}!ql«}qlp8,?6ywx®^{T}qkj
ri = r0 + i
rL−r0
L , i = 0, . . . , L
tn = n∆t, n = 0, . . . , N.
? ,~}q
Cni = C(ri, t
n).
~ysz|{-ªd~zxy}6w~  y ~²zolpjq8~y}6wxzxwq%z|{-pjªl}6n,~  q  qd  w§À(ªlql,dqd
¦,wqd:ql qd6{dq8ql}:ql }qlp8,
{®qd y n,ªlp©{wxp8zxwlwx}qVql­}qlp8,³ \!od  wlªl}6w{T}6w~B¾zq ~²zolpjqVq {Tpjol,qVºz|{ªd~zxy}6w~  y
6K6}olpjq
p©{T}66wlwqlz6ywx®{T_}.j
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GCn = MCn−1, n = 1, ..., N
C0 =
(
C00 , 0, . . . , 0
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Cn = (Cn0 , . . . , C
n
L)
T , n = 0, . . . , N
qd6}:zq%®qdl}qly6{T}6w|{Tz  qdsd~,dql}6{T}6w~,  wlªl}6wªdqd{Ty {  q%}qlp8,
n
ql}
G
qd6}:z|{ ~p8pjq  qd  qlyK
p©{T}66wdqd
K
ql}
M
{d®qd
K
p©{T}66wdqs}66w  w|{T~{Tzq  ªlql  {T_}q  q
z|{  w§À(y,6w~Vql}  q
z|{(~~^6wx}ª  y 6K6}olpjq
ql}
M
p©{T}66wdq  w|{T~{Tzq ¬yw>,q  ªl(ql  ¬y,q  q©z|{V~~^wx}ª^³=h qd  qlyK p©{T}66wdqd8¥¸ªdl6wx®ql_}  q-z|{ ¼Ð{½d~
6ywx®^{T}qkj
M =






1 0 · · · 0
0 ω1∆t
³³³
³³³ ³ ³ ³
0
0 · · · 0 ωL∆t






ql}
K =










γ −γ 0 · · · 0
−B1 A1 + B1 + λω1 −A1
0 −B2 A2 + B2 + λω2 −A2
³³³
³³³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³
0
−BL−1 AL−1 + BL−1 + λωL−1 −AL−1
0 · · · 0 −BL BL + λωL










.
¤h{%¼b~6pjq 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 q
p©{T}66wdq
Ai
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Bi
¬yw  ªl(ql  ql}  q
z|{  w§À(y,6w~Vqd6}'z|{%6ywx®^{T}qkj
Ai =
1
2ri∆ri∆ri+1/2
(riDi + ri+1Di+1)
Bi =
1
2ri∆ri∆ri−1/2
(riDi + ri−1Di−1)
γ = αD0
∆t
∆r1/2
{®qd
∆ri = ri+1/2 − ri−1/2
∆ri+1/2 = ri+1 − ri
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 {T,
zq}qlp8,sqd6}
6wq1ql d~p8}q  {T,'zqsF6}olpjq
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{Tzlyzq
z·¥¸ªd{T6}1¬_y{  {T}6w¬_y,qjql}6q8zqd  ~,ªdqd1~²,ql6®ªdqdsql}:zqd  ~,ªdqd1{Tzlyzªdqd³a°
~,8zq%~²zolpjq8wx_®qlqjq
{Tpjol,q/º y ~²zolpjq  ¥¸~}6wxp8w{T}6w~B³´~y1zqjªd~y  qjwxz¹qd}s,ªddqd{Twxq  q  ªD¦,wx1z|{/¼Ð~,l}6w~,qlzxzq/º
p8wxwxp8wql¬_yw  ªl(ql 1 y}ÔFq  q~²zolpjq d~,6w  ªlª>ql}  q¹n,~w6wx´y,q¹}qdnw¬_y,q {  ªd¬_y{T}q>~yqDÀ(qdl}6y,ql
z|{%p8wxwxp8wÌ{T}6w~  q:dql}6}q
¼Ð~,l}6w~,qlzxzq^³
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~y1zqj~²zolpjq©¬_yw,~y,swx_}ªlqdq^¾azqd  ~,ªdqd  qjd~,dql_}6{T}6w~Á~²,ql6®ªdqd~}  q  qlyK }ÔFqd.j
 qd  ~,ªdqd  q©d~,dql}6{T}6w~ ywx®_wq/{TyÁd~y  y }qlp8,  {T,z|{ n{Tp²q  ¥ wxqdl}6w~B¾ql}  qd  ~,ªdqd
pjqd6yªdqdzqz~  q>z·¥¸ªdn{T}6wxzxz~«{Ty%}qlp8,¦,{Tz·³^zxy,ªdlwªlpjql_}¾^wxz,¥µ{T^wx}  q z|{  ~,ªdq  ¥ y,q'd~zxzqdl}6w~
(Ĉk0 )k=1,...,Nmonit
ql}  ¥ y,q!d~zxzqdl}6w~
(ĈNj )j=1,...,Ltf
d~6qd6(~  {T}ºPz|{
pjqd6yq  qz|{sd~,dql}6{T}6w~
Cni =
C(ri, t
n)
qd6(qdl}6wx®qlpjql}¹º
Nmonit
wx,6}{T}  q pjqd6yq  q¹pj~wx}~6wx
(tnk)k=1,...,Nmonit
¯Ð{d®qd
r = r0 = r0
±
ql}1º
Ltf
~^wx}6w~,  q%pjqd6yqj{Ty }qlp8,:¦,{Tz
(rij )j=1,...,Ltf
¯Ð{®qd
t = tN = tf )
³ \!wx,6w·¾z|{-¼Ð~,l}6w~,qlzxzq
¥¸qDK6wxpjq  ~,  qsz|{p©{Twolq16ywx®^{T}qkj
J = J(ω,D) =
Nmonit
∑
k=1
ν2k(C
nk
0 − Ĉ
k
0 )
2 +
Ltf
∑
j=1
µ2j(C
N
ij − Ĉ
N
j )
2¯ÐK³ f ±
~%$
(Cni )
qd}?z|{/~zxy}6w~  y~²zolpjq  wxqdl}j¯ÐK³ rF±P{d®qd
(ω,D)
³a¤hqd:d~_qD¨©lwql_}
µ2j
ql}
ν2k
~}  qdP~w  
(~^6wx}6w§¼Ð{T}6}66wx²y,ªd!º%n{¬_y,q:pjqd6yq:ql}qlªdql_}ql}!zq   ql^ª  q:d~K¦{T,dq  ¬y,qPz·¥¸~V{%ql dql}6}q  ~,ªdq^³
u_y(~^~,¬_y,qPzqd~w  ,q  ªl(ql  ql}?¬y,q  y }ÔFq  qPpjqd6yqj¯M(~y'}~y}
k
¾
νk = ν
ql}(~y}~y}
j
¾
µj = µ
±D³u_wBz·¥¸~«,~}q:zq:pj~  olzq  wxqdl}¯  qd'{T{Tpjol}6qd
{TyK pjqd6yqdÌ±
F (p) =
(
µ (CNi1 , . . . , C
N
iLtf
)T
ν (Cn10 , . . . , C
nNmonit
0 )
T
)
¯ÐK³ ]^±
~%$
u = (Cni )
qd6}
z|{ ~zxy}6w~  y ~²zolpjq  wxqdl}-¯ÐK³µ±P{d®qd
p = (ω,D)
¾B{Tz~
z|{-¼b~,l}6w~,qlzxzq8qªdl6wx}
6wxp8zqlpjql_}
J = J(p) = ‖F (p) − d‖2
¯ÐK³ g±
~%$
d = (µĈN , νĈ0)
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ql}
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N
Ltf
)
³
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 {T,
z|{ n{Tp1²q 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 qVd~,dql}6{T}6w~ d~6qd6~ 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 q«}6{dqly³¤h{
d~y6²(q1º  ~wx}qspj~_}6q:zqdpjqdyqd 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 ªl}ql6p8wx,ql!zqd{T{Tpjol}6qd
ω
ql}
D
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 ql_}p8wxwxp1yp z|{s¼Ð~,l}6w~ &
,qlzxzq
J
³´~y
qDÀaqdl}6y,ql?y,q1}qlzxzq1p8wxwxp8w{T}6w~ {d®qdy,qpjªl}6n,~  q  q1} _(qs^{  wql_}¾wxzqd6}!,ªddqdÌ{Twxq  q
d~{#"}6q1zqd  ªl6wx®ªdqd 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¤h~  qz|{©qdn,qln,q  q¬_y{T}6wx}ªd
nK6w¬_y,qd!wx_}ql6®ql{T}  {T,?y,q%ªd¬y{T}6w~ {TyK  ªl6wx®ªdqdP{T6}6wqlzxzqd
¯b°
>±D¾,wlwaz|{~~^6wx}ª:ql}'zq:d~FqD¨©lwql}  q  w§Ày,6w~  {T,y,q:ªd¬y{T}6w~  q
}6{T,6(~6}!ql p8wxzxwqly (~qlyK(¾,º
{T6}6wx  qPpjqd6yqd  q
z|{~zxy}6w~  q
z·¥¸°
´¾wlwaz|{%d~,dql_}6{T}6w~¶ql }6{dqly¾,qP(~^qP}~y~yz|{%¬y,qd6}6w~
 q:z|{{T{Tpjªl}66wÌ{T}6w~  q:dqd¬_y{T}6wx}ªd j
 y,q1{T{Tpjªl}66wÌ{T}6w~c}6~6wn,q%(ql6pjql}6}6{©y,qwx_}ql6ªl}{T}6w~cnK6w¬_y,q  qdPªd6yzx}{T}  ¥ wx_®ql6w~B¾
p©{Tw«6w¬_y,ql{  q pjql,ql¶ºÁy*~²zolpjq  ¥ wx®ql6w~~y,'&  ªl}ql6p8wx,ª^¾  ~, (~^ª  {T_} zxy,6wqly
~zxy}6w~,ql}'¦,{Tzqlpjql_}!wx_y}6wxzxw{T²zqs(~yz·¥ wx}ql6ªl}{T}6w~nK6w¬_y,q
 y,q:{T{Tpjªl}66w{T}6w~ {d®qd1}6~V(qly  q  ql^ªd  qszxwx²ql6}ª  ~,ql{  qd{T{Tpjol}6qdPqd6}6wxpjªd!yw¬y,qd
ql}/}{T²zqdc¯Mzq¶~²zolpjq qd}-ªl^yz|{T6wª¡±D¾p©{Tw }6~ ^z~²{TyK ~y/(ql6pjql}6}6qy,q¶wx_}ql6ªl}{T}6w~
nK6w¬_y,q  ªl}{Twxzxzªdq^³
¤hqn,~w§  ¥ y,q²(~,qV{T{Tpjªl}66w{T}6w~¿d~,6w6}q  ~,ºkqd{ql  q¶d~,lwxzxwql¾'6wP^¥¸qd6} ~^6wx²zq^¾¹zq
(~}ql}6wqlz  ¥ wx_}ql6ªl}{T}6w~ n_F6w¬_y,q  qz|{©{T{Tpjªl}66wÌ{T}6w~k{d®qd%zqd:d~_}6{Twx}qd  q  wxpjql,w~  y,qdsº©z|{
{T}6yq  qd>pjqd6yqdql}  y-pj~  olzq^³F¤¥µ{T{TzxKq  q!ql,6wx²wxzxwx}ª  ªl®qlz~(ªdq
{Ty n{Twx}6q
6ywx®^{T} (ql6pjql}6}6{  q
¬_y{T}6w§¦qlzq',~p²q  q{T{Tpjol}6qd>w  ql_}6w§¦{T²zqd  q'¼·{½d~-6}{T²zqPº
{T6}6wx  qd¹pjqd6yqd¡¾ql} {Twx,6w  q^yw  ql
zqsn,~w§  q
z|{%{T{Tpjªl}66w{T}6w~B¾D¼6³  r 	Ô³
 zB¥µ{T^wx}  q1n,~w6wxy,q:¼b~,l}6w~
P : m 7−→ p
¯ÐK³x¡±
{®qd
dimm  dim p
¾ql}
wlw
p = (ω,D)
³ \?odP{T{Tpjªl}66w{T}6w~  y~²zolpjq^¾zqpj~  olzq  wxqdl}  ql®Fwql}
F ◦ P
¾´ql}zq©~²zolpjq©wx_®qlq©ql®Fwql}jº z|{«p8wxwxp8w{T}6w~  qjz|{ plpjqj¼Ð~,l}6w~»d~%,}p©{Tw{T1{T(~6}
{Ty­,~y®q{Ty {T{Tpjol}6q
m
³ h ~{TwÌ{T}jzq ^{  wql_}
∇pJ
 q z|{¶¼b~,l}6w~ d~%,}
J
 ªD¦,wq {TV¯ÐK³ g±{T
{T(~6}!{Ty {T{Tpjol}6q:nK6w¬_y,q
p
¾FzqP^{  wql}!{T {T(~6}!{Ty ,~y®q{Ty«{T{Tpjol}6q  ¥¸~}6wxp8w{T}6w~
m
qd6}
6wxp8zqlpjql_}  ~,ª1{T
∇mJ(m0) = P
′(m0)
T
∇pJ(P (m0)).
¯ÐK³µ±
~y
dq:}6{d®^{Twxz·¾,,~y,
{d®~,Pd~,6w  ªlªsy,qs{T{Tpjªl}66w{T}6w~ql ~,qd¾,n{¬y,q ~,q1ªl}{T}?y{T^ªl{T}
 qp©{Twxzxzqd  qVz|{  wlªl}6wÌ{T}6w~ {T}6w|{Tzq^¾ ^¥¸qd}'& º#&  wxq¶{T  qd-¼b~,l}6w~,«d~,}{T}qd {T/pj~dq{TyK(³¤Bq
n,~w§  ¥ y,q/{T{Tpjªl}66w{T}6w~ º
Lp
~,qdql®_wql_}  ~,«ºVn,~w6wx
Lp − 1
(~wx}  q ªl{T{T}6w~
rip
{d®qd
0 < i1 < . . . < iLp−1 < L
¯b~%$
ri = r0 + i
rL−r0
L
ql}
r0
¾
rL
~_}szqd1qDK}6ªlp8wx}ªd  qjz·¥ wx}ql6®^{Tzxzq  ¥¸ªl}6y  q¡±
{TyK¬y,qlz ~*{I~y}q
i0 = 0
ql}
iLp = L
³¹¤h{ ¼Ð~,l}6w~  q¶{T{Tpjªl}66w{T}6w~  ql®Fwql}«6wxp8zqlpjql_}.j~y
i = 0, . . . , L
¾
{
ωi = pi+1 = mj
Di = pi+L+2 = mj+Lp
6w
ij−1 ≤ i < ij .
¯ÐK³µ±
°:{T,!dq:{¡¾
dim p = Np = 2L + 2
ql}
dimm = Nm = 2Lp
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¤´{  ªdd~p8(~^6wx}6w~ ql ®^{Tzqlyj6wx^yzxwolqd¯·u.-
°:±qd}jy,q«ªl,ªl{Tzxw{T}6w~  q z|{  w|{T~{Tzxw{T}6w~*{TyK
p©{T}66wdqd!qdl}{T^yz|{Twxqd³ }{T}  ~,ªdqy,qp©{T}66wdq
A
 q
I
zxwx^,qdql}
J
d~z~,qd¾^qd®^{Tzqly6wx^yzxwolqd¹~}zqd{lwx,qd¹{T6ªdqd
 q:®^{Tzqly'~qd¯M~^6wx}6wx®qdD±  q
z|{%p©{T}66wdqs6Fpjªl}66w¬_y,q
AT A
³zxy,ªdlwªlpjql}¾,z|{-u.-P°  q
A
¥¸ªdl6wx}.j
A = USV T
~%$
V = (vj)1≤j≤J
qd6}Pz|{8p©{T}66wdq  qd?®qdl}qlyPwx^yzxwql  {T,Pz·¥¸qd6{dq  q  ªl{T6}¾
U = (ui)1≤i≤I
qd6}!z|{
p©{T}66wdq'd~p8(~^ªdq  qd®qdl}qly6wx^yzxwql  {T,z·¥¸qd{dq  ¥µ{T66wx®ªdq'ql}
S
qd6}z|{?p©{T}66wdq  w|{T~{Tzq'd~}ql{T_}
zqd´®{Tzqly6wx^yzxwolqdql%~  q  ªdl~wÌ{T}³T¤Bqd®{Tzqly6wx^yzxwolqd~}´~^wx}6wx®qd´~yyzxzqdql}hzqd´p©{T}66wdqd
U
ql}
V
~_}ywx}{Twxqd³
?Vqly}ªdl6wxqsz|{  ªdd~p8~^6wx}6w~~y,'z|{¼Ð~6pjqs6ywx®^{T}qkj
Avk =
{
sk uk, 1 ≤ k ≤ min(I, J)
0,
6wx,~
.
¯Mr,³x¡±
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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
?ªd~y  q8zq%~²zolpjq8wx_®qlqjd~,6w}qjº/ql~  ywxq©{Ty p8wqlyKzqd  ~,ªdqd:pjqdyªdqd¾B^¥¸qd6}'& º#&  wxq©º
p8wxwxp8wqlPz|{%¼Ð~,l}6w~d~%,}  ªD¦,wq{T¯ÐK³ g±D³¤¥µ{T{TzxFq  qsz|{©ql,6wx²wxzxwx}ª  yVpj~  olzq  wxqdl}
F
(ql6pjql}  q
 ªl}ql6p8wx,qlzq%,~p1²q  q  ql^ªd  q8zxwx²(ql6}ª  yc{T{Tpjol}6q
p
¬y,qjz·¥¸~cqly}:ql}6~y®ql  q%¼·{½d~ 6}{T²zq©º
{T6}6wx  q1dqd'pjqd6yqd³h ql}6}q{T{TzxFq:qd}'z~_{Tzq^¾,qlzxzqsql~^q:y'y,q1{T~dKwxp©{T}6w~  y«qlp8wqlP~  q^³
~y¹dqlz|{K¾~86y(~^q¬y,q zqd  ~,ªdqd
d0
~_}  {T,z·¥ wxp©{Tq  ypj~  olzq  wxqdl}¾^^¥¸qd6}'& º#&  wxq'¬_yB¥ wxzqDFw6}q
y,q:®^{Tzqly{T6}6wlyzxwolq  y {T{Tpjol}6q
p0
}qlzxzqs¬_y,qkj
d0 = F (p0).
,ywx}q^¾~ d~,6w  olq:y,qsql6}6y6²{T}6w~  qsdqd  ~,ªdqd.j
d = d0 + ε = F (p0) + ε
~%$
ε
qlªdql}q1zq:²6ywx}!ql}~VqDÀaqdl}6y,q:y,qsªl}6y  q:z~F{Tzqs{Ty}~y  q
p0
j
p = p0 + δp.
¤´{©u.-P°  q:z|{p©{T}66wdq6{d~²wql,q1ql
p0
 ~,qkj
F ′(p0) = USV
T
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~%$-z·¥¸qd6{dq  q  ªl{T6} qd6}z·¥¸qd6{dq  qd{T{Tpjol}6qd ql}z·¥¸qd6{dq  ¥µ{T66wx®ªdq?dqlzxyw  qd¹pjqd6yqd³.?  ªdd~p8(~^q
δp
 {T,'z|{%²{q
(vj)
j
δp =
J
∑
j=1
δpj vj
ql}zq
²6ywx}  {T,z|{²{q
(ui)
j
ε =
I
∑
i=1
εi ui.
\?y«qlp8wql?~  q^¾z|{  ªdd~p8~^6wx}6w~  qsm´{_z~,~y,  ~,q
F (p) ' F (p0) + F
′(p0) δp
ql}z|{¼Ð~,l}6w~Vd~%,}  ql®Fwql}
J(p) ' Jlin(p0)(δp) = ‖F
′(p0) δp − ε‖
2 =
∥
∥
∥
∥
∥
∥
min(I,J)
∑
k=1
δpk sk uk −
I
∑
i=1
εi ui
∥
∥
∥
∥
∥
∥
2
.
 zBqd6}!{Tz~!ªl®Fw  ql}?¬y,q
z|{¼Ð~,l}6w~
Jlin
{T}6}qlwx}P~«p8wxwxp1yp{Ty ~wx_}
δp∗k =
{ εk
sk
,
~y
sk > 0
0,
6wx,~
.
¯Mr,³µ±
u_w´~V6y(~^q:¬y,q
F (0) = 0,
¯Mr,³µ±
{Tz~¾~V{j{Ty«qlp8wql?~  q
0 = F (p0 − p0) ' F (p0) − F
′(p0) p0,
 ¥¸~%$V~¶~²}6wql}
‖d0‖ = ‖F (p0)‖ ' ‖F
′(p0)p0‖ ≤ s1‖p0‖.
¯Mr,³ r_±
}!wxzBªd6yzx}q  q©¯Mr,³µ± ql}1¯Mr,³ rK± ¬y,q
δp∗k
‖p0‖
≤
εk
sk
s1
‖d0‖
=
s1
sk
εk
‖d0‖
≤
s1
sk
‖ε‖
‖d0‖
 ¥¸~%$V~Vqly}d~,lzxyq¬y,q
6w ‖ε‖
‖d0‖
≤ σd
ql} sk
s1
≥
σd
σp
,
{Tz~ δp∗k
‖p0‖
≤ σp.
¯Mr,³µ±
¤´{ ~6wªl}ª¶¯Mr,³µ±P¡¥ wx}ql6ol}q  q%z|{/¼Ð{½d~k6ywx®{T_}qkjBªl}{T}  ~,ªdq8y,q8wx,dql6}6wx}6y  q©qlz|{T}6wx®q©6y:zqd
pjqd6yqd
σd
¾Izqdd~p8~^{T_}qd  y%{T{Tpjol}6q'¬yB¥ wxzqd6}~^6wx²zq  q  ªl}ql6p8wx,ql>º!{T6}6wx  qdpjqd6yqd²6ywx}ªdqd
{®qd©y,q-wx,dql6}6wx}6y  q/qlz|{T}6wx®q©wxK¼Ðªl6wqlyq/º
σp
 ~,ª¯
σp = 1
d~6qd~  ºc^   qj²6ywx}Ì±1~}%dqlzxzqd
6y>zqd¹®qdl}qly6wx^yzxwql  q?z·¥¸qd6{dq  qd>{T{Tpjol}6qd ~y zqd¬_y,qlzxzqd¹z|{s®{Tzqly 6wx^yzxwolqP{~_lwªdq?qd6} {Ty
zxy,  {T,?y¶{T(~6}
σd/σp
{d®qdz|{jqlp8wolq®^{Tzqly?6wx^yzxwolq^³.h qdPd~p8~^{T_}qd
~}:{Tqlzªdqd  ql^ªd
 q:zxwx²(ql6}ª:w  ql_}6w§¦{T²zqd  qP¼·{½d~V6}{T²zqsql}'zqly!,~p1²q1qd}',~}ªkj
Kα = sup
sk
s1
≥α
k.
¯Mr,³ f ±
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¤´{ pjªl}6n,~  q  ¥µ{T{TzxKq  q ql,6wx²wxzxwx}ª ªdql_}ªdq  {T,©z|{ qdl}6w~ ªddª  ql}qqd6}j²{ªdq¶6yjy,q¶{T &
~Fwxp©{T}6w~  yqlp8wql~  q^¾aqlzxzq%qd6}q  ~,%z~_{Tzq^³a¤h{ ~zxy}6w~cqD{l}q  y~²zolpjq8wx_®qlq8ªl}{T}{
6w~6wwx,d~_y,q^¾h~  ~wx}  ~,8n,~w6wxsy,q8®^{Tzqly  q%ªD¼Ðªlql,dq8~y:zq%{T{Tpjol}6q¯bn,~w§ ^yw  ª8{T  qd
d~,6w  ªl{T}6w~,?nK6w¬_y,qdÌ±D¾,ql}'~Fdª  ql?º%z·¥µ{T{TzxKq
z~F{Tzq1{Ty}~y  qsdql}6}q:®^{Tzqly³
?,q«{T{TzxFq  q ql,wx²wxzxwx}ª-^z~²{Tzq (qly} l}6q/pjql,ªdq  {T,y­{  q ~²{T²wxzxw6}q^¾d~p8pjq  {T, µ
	Ô³
h ql(ql  {T}¾'ql qd6}{T}  {T,/y {  q  ªl}ql6p8wxw6}q^¾'ªl}{T}  ~,ªy 6qly  qVpjqd6yqd¡¾>zq¶}6{dª  q¶z|{
¼Ð~,l}6w~«d~%,}y  qdql^pjql_}  qPz·¥¸qd6{dq  qd>{T{Tpjol}6qdql6pjql}'ªl{Tzqlpjql}  q  ªD¦,wx  qdwx  w{T}qly
 qsql,6wx²wxzxwx}ª B^z~²{TyK (¾,{Twx,6w´¬y,q  ¥ w  ql_}6w§¦{T²wxzxwx}ª^³
~yy}6wxzxwqlz|{Pd~,lzxy,6w~  q z|{
qdl}6w~%ªddª  ql_}q'wxzK¼Ð{Ty}  ¥µ{T²(~  ®ªl6w§¦ql¬y,q ,~}6q~²zolpjq®ªl6w§¦q
z|{8d~  wx}6w~»¯Mr,³µ±D³ ? ªl}6y  wqswlwazqs~²zolpjq  wxqdl}  wlªl}6wª-¯ÐK³ rF±D³
u_w´~ ~^q
p = 0
 {T,1¯ÐK³ rF±D¾Kzqd!p©{T}66wdqd!q
ª  ywql}?º
M = G =





1 0 · · · 0
0 0 · · · 0³³³ ³³³ ³ ³ ³ ³³³
0 0 · · · 0





,
p©{Twz|{d~  wx}6w~«wxwx}6w|{TzqPqd6}qPz|{splpjq^³K ªd~zx®^{T}'zqP6K6}olpjq?~²}ql_yB¾~-}6~y®q:¬_y,q?zqd>®^{Tzqly
CN~_}s²wql yzxzqd1p©{Tws¬_y,q%zqd
C0
qd6}ql}º/zqly:®^{Tzqly:wxwx}6w|{Tzq^¾h{/6w~6w,~ _yzxzq^³B¤¥ wx_}ql6ªl}{T}6w~  q
z·¥¸ªl}6y  q  q
ql,6wx²wxzxwx}ª  ~,ªdq:ºsz|{qdl}6w~ ªddª  ql}q
B¥¸qd6}  ~,>áy,}6w§¦ªdq?¬_y,q!(~y zqd>pjqdyqd{Ty }qlp8,
¦,{Tz·¾,ql}!,~ ~ydqlzxzqd  q
pj~wx}~6wx,³
°%¥ y (~wx}  q
®Fy,qPnK6w¬_y,q^¾Ky d~_qD¨©lwql_}  q  w§Ày,w~«yzh6wx^w§¦q:¬_yB¥ wxzaB¥ /{zxy,  q
}6{T,6~6}¾ql}
 ~,%¬_y,q1z·¥¸ªl}{T}
wxwx}6w|{Tzql  yq«¯bdq%¬_y,q1z·¥¸~ql}6~y®qj{d®qdzqpj~  olzq  wlql}Ì±D³({T
d~_}6q^¾(y,q~~^6wx}ª
_yzxzq1qd6}'zxy,  w§¨©lwxzqºwx}ql6ªl}ql¾zq
pj~  olzq  q:p8wxzxwqly (~qlyK/,q:}ql{T_}zxy,³
°:{T, x 	Ô¾zqd>{Ty}qly>pj~}6ql_} ¬_yB¥ y,q'wx}ql6ªl}{T}6w~«qlp²z|{T²zq?º
z|{:~6wªl}ª¯Mr,³µ±qd}~^wx²zq!{d®qd
y,q8n__(~}6n,odq8ql,wx²zqlpjql}  w§Àaªlql}q-6y
zq8pj~  olzq  wxqdl}-¯bql}1º/z·¥µ{Tw  q  ¥ yk{T6^ypjql_}  q8d~®qDKwx}ª¡±D¾
dql(ql  {T}¾wxzBB¥µ{{!ªl}ª
(~^6wx²zq  q:z·¥µ{Tzxw¬_y,qlwlw·³
¤´{y,6}6w§¦{T}6w~%d~p8zol}q qd}hz|{Twªdq¹~y  qdh}6{®{TyK1¼My}6y¾T{d®qd }~y}  q>plpjq>z|{'qlp©{T¬_y,q>¬_y,qz·¥¸~
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qd6}8~(~6}6w~,qlzPº
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 q«z|{
¼Ð~,l}6w~
G(p, v)
j
 6w
G(p, v) =< v, ei >
~%$
ei
qd6}'y«®qdl}qly 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∑
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 qd6y,  yswx®q{Ty  q²6ywx}¾¡zqdB®qdl}qly
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 q1ql,wx²wxzxwx}ª^¾,ql} 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 qd1pjqd6yqd:ql,qlwx^,ql_}6y
¬_y,qlzxzqd{T6}6wqd 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 qd
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 qz·¥ wxp©{Tq«¯  {T,
z·¥¸qd6{dq 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 qd!qlyzqdpjqd6yqd 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 wxq1z~¬y,q
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n{¬y,qqDF}6ªlp8wx}ª 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qdl}6q6wx^yzxwql?(~y!zqd?®^{Tzqly ~}6wxp©{Tzqd   qd?~w  ¯
µ = 1
¾
ν = 0.1
±!ql}  qd
®^{Tzqly  q
,~6p©{Tzxw{T}6w~»¯
ω0 = 0.1
¾
D0 = 10
−11 p 2 iTÌ±D³
 wql/ªl®_w  qlp8pjql_}¾_wxzj{
qly  qn{T,dq?(~y>¬_y,qzqd®qdl}qly 6wx^yzxwql d~6qd6(~  ql}'qD{l}qlpjql_}º
 qdd~p8(~^{T_}qd  qd{T{Tpjol}6qd¾~y  qdpjqdyqd³^8ªl,ªl{Tz·¾zqd  ql^ªd  q zxwx²(ql6}ªw 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 q ¼Ð{½d~
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 q1dqdPd~p8~^{T_}qd³ h qlql  {T_}¾dq~} 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 w§À(y,6w~  {T,Pz|{jqlp8wolq ~,q^¾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 qdPpjqd6yqd%¯Ðº  ~wx}q¡±D¾
z·¥ wxK¼Ð~6p©{T}6w~©qd6}z~_{Tzxwªdq  {T,zqdpjqdyqd  q>pj~wx}~6wxsyzqdwx,6}{T_}  q ªlwxqdl}6w~B¾6wx,lwx{Tzqlpjql_}
6yz|{V}6~w6wolpjq¯Mzqdpjqd6yqd 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 q ²6ywx}
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 qdP{T{Tpjol}6qd
~}:º©qly¶od!ªl^yzxwolqlpjql_}sªl{T6}6w
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 qdPpjqd6yqd
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 y 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 yp8wxzxwqly  qªD¼bª)&
ql,dq^¾Kp©{Twº1pj~  w§¦ql'zqd ®^{Tzqly  qd {T{Tpjol}6qd  {T,'n{¬_y,q
d~y,n,q^³,¤h{(~~^6wx}ª
qd6}'{Twx,6wB{Ty^pjql}ªdq
 {T,1zqd1d~y,n,qd/jql}%«ql}szqd1d~FqD¨©lwql}  q  w§À(y,6w~  q©dqdsplpjqd1d~y,n,qd~}1(ql6p1y}ªdqd¡¾B®~wxs¦ &
^yq f ³x­¯bql n{Ty}Ì±D³¤B~¬_y,q«z|{~~^wx}ª«qd6}©{Ty^pjql}ªdqº  w§À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 w§À(y,6w~  {T,8zqd©d~y,n,qdV ql}©~_}jªdn{Tªdqd º¶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{T}6yqlzxzqlpjql_}1¬y,qzqd
d~y6²qd 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